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Quantenstatistische Aufgaben - elementar gelost (I11)
Georg Job

Zusammenfassung: Die in den Teilen I und II besprochenen Losungsverfahren, die im wesentlichen nur von der
Existenz des chemischen Potentials sowie seiner Konzentrations- und Energieabhingigkeit Gebrauch machen,
bleiben bei geschicktem Finsatz auch dann anwendbar, wenn Wechselwirkungen zwischen den geldsten, ver-
dampften oder adsorbierten Teilchen bestehen. Dies wird fiir Losungen am Beispiel der DEBYE-HUCKEL-Theorie
der interionischen Wechselwirkung, fiir Gase am Beispiel der VAN-DER-WAALS-Gleichung und fiir Adsorbate so-
wie andere Systeme allgemein gezeigt. Den Abschluf3 bildet die Herleitung der BOLTZMANN-SHANNON-Gleichung
fiir die Entropie.

1. Einleitung

In allen unseren Rechenbeispielen wurden hauptsidchlich zwei Eigenschaften des chemi-
schen Potentials benutzt, die Konzentrations- und Energieabhingigkeit, ausgedriickt durch
zwel Gleichungen, denen wir bequemlichkeitshalber Namen gegeben hatten ,,Massenwir-
kungsformel ¢ = uo + RT In (c/co) und ,,Anregungsformel* u(e) = u(0) + &/z. Die Giiltigkeit
der ersten Gleichung ist nun an die Bedingung gebunden, dafl keine spiirbare Wechselwir-
kung zwischen den im Raum verteilten Teilchen besteht. Nur fiir ideale Gase oder ideale Lo-
sungen trifft sie zu, ein Zustand, der sich nur bei entsprechend hoher Verdiinnung annihernd
erreichen 14Bt. Damit scheiden dichtere Gase und konzentriertere Losungen aus der Behand-
lung aus.

Nun wissen wir aufgrund unserer bisherigen Erfahrungen, wie vorsichtig man mit derartigen
Schliissen sein mufB3. Ein gliicklicher Einfall kann geniigen, eine Hiirde zu iiberspielen, die
vorher uniiberwindlich schien (Bild 1). Anregungen zur Losung unseres Problems kann man
sich aus ganz verschiedenen Bereichen holen. Zur Berechnung der Abweichungen vom Ideal-
verhalten bei gelosten Elektrolyten kommen DEBYE und HUCKEL mit dem BOLTZMANNschen
Satz und der POISSIONschen Gleichung aus. Wir brauchen also nur auf der Ebene der chemi-
schen Potentiale die entsprechenden Schritte zu tun, um dasselbe Ziel zu erreichen. Als Vor-
teil konnen wir dabei verbuchen, da3 wir nicht von einer auf die andere Ebene umsteigen
miissen, von der statistischen auf die phinomenologische, sondern dafl wir von vornherein mit
derjenigen Grofle beginnen, die uns am Ende auch interessiert. Um den Aufwand an Mathe-
matik niedrig zu halten, bietet es sich an, die Ausbildung der Ionenwolken zunéchst an ebenen
Grenzflidchen zu studieren — in Analogie etwa zur barometrischen Hohenformel —, bevor man
zu den kugelsymmetrischen Wolken um die Ionen iibergeht.

Die so gewonnenen Einsichten lassen sich wiederum nutzen, um des Verhalten realer Gase
zu beschreiben. Wir wihlen als Beispiel das VAN-DER-WAALSsche Gas, weil die Zustands-
gleichung und die zugehorigen physikalischen Modellvorstellungen jedem Chemiker geldufig
und daher mit unseren Annahmen und Ergebnissen sofort vergleichbar sind. Natiirlich kann
man sich, nachdem man den Weg kennt, die Anleihe bei der Elektrochemie sparen, und gleich
von idealen zu realen Gasen libergehen.

Bild 1: Unkonventionelle Losung einer bekannten Aufgabe
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Nachdem wir in Teil II die Scheu vor Mikrosystemen verloren haben, konnen wir auch die-
se als Vorbilder fiir geeignete Losungsansitze heranziehen. So kann uns etwa eine mehrfach
protonierbare Base, Bs + iH — [BsHi] , als Modell fiir eine Oberfldche mit Adsorptionpldtzen
dienen, wo zwischen den adsorbierten Teilchen starke Wechselwirkungen bestehen. Es hin-
dert uns nichts, sich Bs als sehr groBe Molekel mit entsprechend vielen Adsorptionsplidtzen zu
denken. Wenn wir uns die Plétze statt auf der Oberfldche im Innern einer homogenen Molekel
verteilt denken, haben wir ein Modell fiir eine Losung mit starker Wechselwirkung zwischen
den gelosten Teilchen. Wir wollen diesen Ansatz an einem Beispiel aus der Oberfldchenche-
mie durchspielen. Die Ubertragung auf Lésungen sollte dann keine besonderen Schwierigkei-
ten mehr bereiten.

2. Doppelschichten an Elektrodenoberflichen

An einer geladenen, aber stromlosen Grenzfldche in einer Elektrolytlosung bildet sich in der
Losung eine Randschicht aus, in der das elektrische Potential ¢(r) und die Konzentrationen
ci(r) der verschiedenen lonenarten von den weit weg im Losungsinnern herrschenden Werten
(o) und c;(0) abweichen. r bezeichnet den Abstand von der eben gedachten Grenzfliche
(Bild 2).

clc(oo)

b)

<——> Doppelschicht
<——> diffuse Randschicht

Bild 2: a) Ionenkonzentration ¢ und elektrisches Potential
¢ in der Randschicht einer positiv gegen die Losung
aufgeladenen Elektrode. » Abstand von der Elektrode, (r =
0 fiir die Mittelpunkte der Ionen bei Berithrung mit der
Elektrode) z Ladungszahl, F  Faradaykonstante,
R Gaskonstante, T Temperatur, / Abschirmlidnge. Fiir
kleine Spannungen zwischen Elektrode und Losungs-
innern, ¢(0) - p(©) « RT/F = 25 mV bei 298 K nihern
sich die c- und ¢- Werte exponentiell, ~ exp (#/]) den
Werten fiir grof3e r.

b) Das in den positiven Ladungen der Elektrodenoberfli-
che entspringende Feld versiegt in den tiberschiissigen
negativen Ladungen der Randschicht, so daf das Lo-
sungsinnere feldfrei wird. Die Punktdichte rechts kenn-
zeichnet die Ladungsdichte.

Die Randschicht schirmt die Losung elektrisch gegen die geladene Grenzfliche ab: Das von
dort ausgehende Feld verebbt in der Randschicht. Die Abschirmung ist um so wirksamer, die
Randschicht um so diinner, je ionenreicher die Losung ist. Als natiirliches Maf3 dafiir, wie
ionisch die Losung ist, bietet sich die ionale oder — schlichter ausgedriickt — ionische Konzen-
tration c, an'. Unter den Ausdriicken
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beschreibt der erste die Gesamtkonzentration aller Bestandteile, der zweite bis auf den Faktor
7! die Ladungsdichte p, der dritte die ,,Jonigkeit* der Losung.
Im folgenden soll nur der einfachste Fall einer aus der geladenen Grenzflidche und einer ent-

gegengesetzt geladenen diffusen Randschicht bestehenden Doppelschicht betrachtet werden.
Wir nehmen an, daf3 alle Ionen unverédnderliche Solvathiillen gleichen Durchmessers besitzen

Um GroBen zu kennzeichnen, die mit der (inter-) ionischen Wechselwirkung zusammenhéngen, wihlen wir den Index 1 (kleines Iota), der
vom Index i sorgfiltig zu unterscheiden ist. Statt ¢, bevorzugt man aus historischen Griinden die halb so groBe molare Ionenstirke, I. =% c,,
wodurch ein Faktor 2 in die Formeln eingeschleppt wird, und aus praktischen Griinden (wegen der Unabhéngigkeit von Druck und Tempera-
tur) die ionische Molalitiit, b, = Zz?b; , beziehungsweise die entsprechende molare Ionenstéirke I, =% b,.
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und nicht an der Grenzfliche adsorbiert werden. Um der potentiellen Energie eines Ions mit
der Ladungszahl z; im elektrischen Feld Rechnung zu tragen, hat man, wie frither auseinan-
dergesetzt, das zugehorige chemische Potential um das Glied z; 7 ¢(r) zu ergidnzen. Dann gilt
aufgrund der Massenwirkungsformel, falls man ¢(c0) = 0 wihlt:

ci(r)

ci(e0)’

Solange von Ort zu Ort Unterschiede in den Potentialen x;(r) bestehen, wandern die Ionen und
dndern damit ihre Konzentrationen c;(r). Im Gleichgewicht hat jedes dieser Potentiale iiberall

denselben Wert y;. In diesem Falle heben sich die beiden Glieder w;(r) und yi(0) weg, so daf3
man beim Auflésen der Gleichung nach ¢,(r) den Ausdruck

ci(r) = c,»(oo)-exp(—%g;(r)j = c[(oo)-[l—%q}(r)} fiir o(r) < RT/z;¥F
erhilt. Der Ausdruck rechts ergibt sich aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion,
wenn man die Reihe nach dem linearen Glied abbricht. Diese Vereinfachung der Rechnung
bedeutet, da wir uns auf kleine Spannungen zwischen Grenzflaiche und Losung,

©(0) — p(0) « RT/F beschrinken miissen.

In der Randschicht gleichen sich die Ladungen der Ionen auch im Gleichgewicht nicht aus,
sondern verursachen eine Raumladung der Dichte p(r) = F > z; ci(r), die ihrerseits gemil der
PoISsONschen Gleichung dort den gekriimmten Verlauf des elektrischen Potentials bewirkt.
Mit den oben berechneten c,(r)-Werten finden wir (¢ = ¢ g Permittivitit, & Permittivitdatszahl,
g elektrische Feldkonstante, ¢, = ¢, () ):

:5% = p(r)) = sza(w) _ZZiZCi(‘)o) ' RLZT ().

~
PorssoN-Gleichung p(o) =0 c

ui(r) = () + z:Fp(r) + RT In

p(o) verschwindet, weil die Losung im Innern elektroneutral ist. Mit den Abkiirzungen
0" = &p(r)/or* und [~*= ¢, F*/ ¢RT lautet die obige Gleichung:

_q-2
p"=1"-9p.

Durch zweimaliges Ableiten liberzeugt man sich leicht, daB die Gleichung durch den Ansatz

p=ae” " folglichgp” =172 -ae* r/l gelost wird, wobel a = ¢(0) gilt und in unserem Falle

im Exponenten nur das negative Vorzeichen brauchbar ist, weil e * " fijr r — oo divergiert.
Wir gelangen so zusammen mit den oben gefundenen Ausdriicken fiir ¢i(r), in die wir ¢(r)
einsetzen, zu dem in Bild 2 dargestellten Ergebnis:

@(r) = ¢0)- e } fir @) « RT/ F
a(r) = Q(W)-[l—%q;(o)-e"’”} mit  [=+/eRT/c¢F*.

Wir sehen, dall die Abweichungen des Potentials Agp = ¢(r) — ¢(0) und der Ionenkonzentra-
tionen Ac; = c¢i(r) - ci(0) von den Werten im Losungsinnern in der Randschicht exponentiell
mit dem Abstand von der geladenen Grenzflidche abklingen, wobei die DEBYE-Ldnge oder —
anschaulicher — Abschirmlinge / ein Mal} fiir die Dicke der das Feld abschirmenden Rand-
schicht darstellt.



3. Theorie der zwischenionischen Wechselwirkung

DEBYE und HUCKEL nahmen an, da8 sich in einer diinnen Elektrolytlosung auch um jedes
Ion eine kugelsymmetrische Randschicht ausbildet, die die Ladung des Zentralions abschirmt.
Die lIonenkonzentrationen c¢; (r) und das elektrische Potential ¢(r) als Funktionen des Abstan-
des r vom Mittelpunkt des Zentralions lassen sich unter entsprechenden Voraussetzungen
nach demselben Muster wie im letzten Abschnitt berechnen. Wir iibergehen hier die — auller
einigen mathematischen Besonderheiten infolge der Kugelsymmetrie — nichts wesentlich
Neues bringende Rechnung und untersuchen, etwas vereinfachend, die fiir die Chemie wich-
tigste Folge der Abschirmung.

Ohne diese wire das Zentralion, dessen Ladungszahl z und dessen Durchmesser d sei, von
einem weitreichenden elektrischen Feld umgeben. Durch die Ausbildung einer Randschicht
mit der Dicke /, berechenbar nach der im letzten Abschnitt genannten Gleichung, verschwin-
det das Feld auf3erhalb eines Abstandes r = d + [ (Bild 3) und damit auch dessen Energieinhalt
¢ weitgehend. Mit Hilfe der Formel fiir die Kapazitit einer Kugel mit r als Halbmesser, C =
4n er, und der Gleichung fiir die Energie eines die Ladung Q tragenden Kondensators, E =

% QZ/C, ergibt siche = el 4n e(d + 1). Diese Energieeinbufle dulert sich gemil der Anre-
gungsformel in einer Senkung des chemischen Potentials ¢ der entsprechenden Ionenart um
e/t

Bild 3: Auch um ein Ion in einer diinnen Elektrolytlosung
— bildet sich eine diffuse Randschicht oder ,,Jonenwolke* aus,
p die innen durch eine Kugel mit dem Halbmesser d begrenzt
wird (d Ionendurchmesser) und deren Dicke sich durch die
Abschirmlinge [ kennzeichnen 148t. Die Abweichungen des
elektrischen Potentials und der Ionenkonzentrationen von
den Durchschnittswerten im Losungsinnern fallen ~
exp(#/l)/r mit dem Abstand » vom Mittelpunkt des Zentrali-
! ons ab. Die Punktdichte in der Ionenwolke kennzeichnet die
difiuse Randschicht © . Autenraum Ladungsdichte in der Zeichenelgene. Erst bei einer ionischen
Konzentration von 1 kmol m™ ~ wird formal [ = d, wie im
Bild dargestellt, wihrend / in diinnen Losungen um ein

Vielfaches grofer ist.

| 2
1=t + RT In& __reF (DEBYE-HUCKEL-Gleichung)
Q| 8me (d+1)
)7

u, st das ionische Zusatzpotential, das fir ungeladene, nichtionische Stoffe verschwindet.
Wenn wir die Gleichung fiir die Abschirmldnge / aus dem letzten Abschnitt iibernehmen,

l =hNa/¢ mit [y = NeRT /¥ , und uns zugleich auf so kleine ionische Konzentrationen

beschrinken, dall d gegen [ vernachldssigbar wird, — in wiBrigen Losungen der iiblichen Io-
nen (einschlieBlich Hydrathiille d = 0,4 nm) ist dies fiir ¢; < 10 mol m 3 (I =4 nm) einigerma-
Ben erfiillt (vgl. Bild 4) —, dann gilt*:

2 Fiir Wasser bei 298 K und 1 kmol m™ als Bezugskonzentration ¢o gilt g0 = —2,062 kJ mol -!. Wenn man 4, durch den entsprechenden
Aktivititskoeffizienten f;, und die ionische Konzentration durch die Ionenstérke I. = ¢,/2 ersetzt, gelangt man zu der bekannten Gleichung Ig f;
=4, /RT In10 = - const.z* \/—( mit const.- = 0,51 mol™ dm®* fiir Wasser von 298 K. Man bedenke aber dabei, daB man mit dieser Um-
rechnung zwar den iiblichen Formulierungen niher kommt, aber die allgemeinen Zusammenhinge wieder zu komplizieren beginnt.



o4 — fir d«|I. (DEBYE-HUCKEL-Grenzgesetz)

Bild 4: Ionisches Zusatzpotential g,
geloster Elektrolyte. Da sich fiir einen in
K o I1—1-Elektrolyt die Ionen A*,B»,C*,.. dissoziieren-
—_— \ den Elektrolyten A,B,C. ... der u,-Wert
mol \f T 1-2-Elektrolyt additiv aus den Beitriigen der einzelnen

- Ionen ergibt und daher nach dem DEk-
I 1-3-Elektrolyt BYE-HUCKELschen  Grenzgesetz  fiir

kleine ionische Konzentrationen c,

1 2-2-Elektrolyt s ., e
H w=(az +bzg +czd +..) to . ist,

x 1-4-Elektrolyt sollte fiir alle Elektrolyte u,/z* aufgetra-

gen gegen +/¢./ ¢ , anfangs zusammen-
43 fallende Kurven mit der Anfangsstei-
t gung u,o liefern. Dargestellt sind die
iiber verschiedene Elektrolyt desselben
Typs gemittelten MeBwerte, wobei die
T57 3{‘ Balkenlidnge die Streuung kennzeichnet
-0.6 ; und die beigefiigte Zahl die Anzahl der

dabei erfafiten Elektrolyte angibt. Be-
¢ zugskonzentration ist ce=1 kmol m ~.
0 Die Grenztangente und die ausgezogene
i Kurve sind nach der DEBYE-
HuckeLschen  Gleichung  berechnet,
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 wobei fir die Kurve d = [j.gewihlt
wurde.
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4. VAN DER WAALSsches Gas

Um das Verhalten dichter Gase und deren Kondensation zu erkldren, benutzt man mit Vor-
liebe das VAN DER WAALSsche Modellgas, weil die physikalischen Annahmen einleuchtend
und die daraus folgende Zustandsgleichung (p + an’/V?) - (V — nb) = n RT  mathematisch
ziemlich einfach, physikalisch durchsichtig und selbst auf das Kondensat noch halbwegs an-
wendbar ist. Die Berechnung der Konstanten a und b aus den Molekeleigenschaften gelingt
dagegen weniger leicht und unterbleibt oft. Die Entropie und das fiir die Chemie wichtige
chemische Potential # werden fast immer tibergangen.

Wir wollen gerade umgekehrt m an den Anfang stellen und die Gro3e unmittelbar aus den
VAN DER WAALSschen Annahmen iiber die molekulare Wechselwirkung berechnen ohne
Riickgriff auf die Zustandsgleichung. Wir denken uns wie iiblich N Gasteilchen als starre,
nicht rotierende, einander anziehende Kugeln vom Durchmesser d in einem Gefi3 vom Vo-
lumen V verteilt’. Ein geringfiigiger Teilchenaustausch mit der Umgebung sei ausdriicklich
zugelassen, etwa infolge einer schwachen Diffusion durch die Wéande. Wenn wir unterstellen,
daB die Anziehung auf Dispersionskriften beruht, konnen wir fiir die Wechselwirkungsener-
gie w(r) zwischen zwei Teilchen in Abhédngigkeit von ihrem Abstand r den LONDONschen
Ansatz

6
w(r) = —wo-(i)
’
benutzen (Bild 5). Um die durchschnittliche Energie w eines einzelnen Teilchens infolge der
Wechselwirkung mit allen seinen Nachbarn zu berechnen, stellen wir uns die Gasteilchen in

Man beachte, da3 Formelzeichen fiir Groen — hier der Durchmesser d — schrdg, Ziffern, Einheiten und ihre Vorsitze, Funktions- und
Operatorzeichen mit fester Bedeutung — hier das Differentialzeichen d — steil geschrieben werden (DIN 1338).
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gleichfoérmiger Dichte N/V tiber den Raum verteilt vor. Die Anzahl dN der Nachbarn, die sich
in einer Kugelschale der Dicke dr im Abstand r vom Mittelpunkt des betrachteten Teilchens

befinden ist dann durch dN = (N/V)-4x r* dr* gegeben, ihr Beitrag zu w durch — wo (dIr)® dN.
Integration iiber den ganzen Raum, in dem sich Nachbarteilchen aufhalten kénnen, das heif3t
vom kleinstmoglichen Abstand r = d bis an die GefdBwénde, was im molekularen Mal3stab
praktisch r = oo entspricht, fiihrt zu dem Ergebnis:

o= N o0, _ _ s N[ 1 5T _ 4m 5 N
_! () Arrdr 47rwdv[3rl— Tdw

Bezogen auf die Stoffmenge — fiir ein Teilchen gerade t —, liefert dies die durchschnittliche
molare Wechselwirkungsenergie

w _ _2an . _ 2xd’wy
&= £ mit a="—5—
T % 3T
3 Bild 5: Wechselwirkungsenergie w starrer, kugeliger
a) b) dV=4mr dr  Gagteilchen vom Durchmesser d unter dem EinfluB von

w $ Dispersionskriften, wenn man den Ort eines Teilchens
durch die Lage seines Mittelpunktes kennzeichnet, und zwar

dar a) fiir ein Teilchenpaar in Abhingigkeit von ihrem Abstand

r. Gezeichnet ist der Zustand kleinsten Abstandes, r = d;, in
dem die Energie ihr Minimum — w erreicht.

b) fiir ein Teilchen, unter dem Einfluf aller seiner gleich-
formig verteilt gedachten Nachbarn. Der Beitrag aller in
einer Kugelschale mit dem Radius » > d;, der Dicke dr und
dem Volumen dV befindlichen Nachbarn ist gleich. Aus der
grauen Zone (Radius d ) schlieit das ,,Aufteilchen* alle

ibrigen aus.

Ein Teilchen besetzt eine kugelige Zone vom Volumen 4z/3 d°, aus der es andere Teilchen
ausschliet, genauer gesagt die Mittelpunkte anderer Teilchen. Entsprechend besetzen N Teil-
chen N solche Zonen mit dem Gesamtvolumen N 4x/3 d3, in dem sich kein weiteres Teilchen
aufhalten kann, jedenfalls solange die Teilchendichte so klein ist, dal sich die Zonen nicht
wesentlich iiberlappen. Daher erscheint das Volumen V fiir jedes zusitzliche, etwa von au3en
eindringende Teilchen entsprechend vermindert oder, anders gesagt, die Konzentration des
Gases entsprechend erhoht,

. Nt n . _ 2xd’

© = V_Nﬂd? - V —2nb mit b= 3t
3

Die Voraussetzung, dal die Teilchen hierbei nicht zu dicht gedringt stehen diirfen, heil3t,
daB sein muB. ¢ ist die fiir den Teilchenaustausch mit der Umgebung und damit fiir das che-
mische Potential maBgebliche Konzentration. Sie haben wir in die Massenwirkungsformel
einzusetzen. Wenn wir gleichzeitig die oben berechnete Wechselwirkungsenergie gemif3 der
Anregungsformel beriicksichtigen, ergibt sich

f=q—290 L RT p— " fir V » nb.

Vv (V —2nb)c
Setzt man a und b beide null, dann geht die Gleichung in die fiir ideale Gase geltende iiber,
1 = po + RT In(c/cp), wobei uy der Potentialgrundwert fiir das entsprechende ideale Gas ist,
den wir nach den in Teil I und II hergeleiteten Formeln berechnen konnen. Da fiir die starren,
rotationsfreien Kugelmolekeln (Masse m) eine innere Anregung ausscheidet, ist hierbei neben



einen etwaigen ,,Grundbeitrag® &/t nur der Translationsbeitrag zu beriicksichtigen: uo
&/t + RT In(colce) mit der Entartungskonzentration c. = ©/° und der Quantenlinge )

N 2mmkT .

Uns beschiftigt aber ein andere Frage im Augenblick mehr. Welcher Druck ergibt sich aus
dem obigen Ansatz fiir das chemische Potential? Wir konnen ihn wie bei den diinnen Gasen
in Teil II mit Hilfe der Beziehung (6u/0V)r,, = - (Op/On) v berechnen.

Angewandt auf die obige Gleichung, erhilt man, da g nicht von V abhingt,

dp du 2an RT 2an , RT 2nb
- = -] = - + ~ —24n g R (1+4282),
(anj” (an” V2 V —-2nb V2 \% ( \% )

Dabei wurde im letzten Rechenschritt die Ndherung 1/(1 + x) = 1 + x fiir X « 1 benutzt.

Integration iiber n bei festem V und T ergibt mit derselben Ndherung 1 + x = 1/(1 — x)

an* | nRT ( nb) an* . nRT
= - (1+22) = —E0 4 AR

P vy Uy V: ' V—nb
Das ist bereits die VAN DER WAALSssche Gleichung4, die wir nur in die iibliche Form umzu-
schreiben brauchen:

a_”z) “nb) = - _ 2mdwy ) _ 2zd®
(p+ V2 (V—-nb) = nRT mit a = T b = P

5. Adsorption mit Wechselwirkung

Bestehen merkliche Wechselwirkungen zwischen den adsorbierten Teilchen, dann kann
man sich die Oberfliache in Felder aufgeteilt denken, die moglichst alle gleich und so grof3
gewihlt sind, dal die Wechselwirkungsenergie der randstindigen adsorbierten Molekeln mit
denen auBlerhalb vernachldssigbar wird gegeniiber der gesamten Wechselwirkungsenergie im
Innern. Diese - sagen wir - z Plitze umfassenden Felder iibernehmen dann die bisherige Rolle
der unabhingigen Einzelplitze. Im einfachsten Fall besteht bereits bei Feldern mit nur zwei
Adsorptionspldtzen, z = 2, keine spiirbare Wechselwirkung mehr mit der Umgebung, etwa
dann, wenn die Plitze paarweise eng benachbart, die Paare ihrerseits aber weit genug vonein-
ander entfernt sind. Ausgehend vom leeren Feld, kann man nach dem erreichten Besetzungs-
zustand 2° unabhingige Adsorptionsvorginge unterscheiden, fiir z = 2 etwa:

binir bi

— 00 0

+B — B 01 1
+B — B 10 1
+ 2B — B|B 11 2

4 Der fiir das chemische Potential hergeleitete Ausdruck liefert nur fiir V » nb genau die VAN DER WAALS-Gleichung. Man kann ihn jedoch
im Rahmen seiner Giiltigkeitsgrenzen leicht so umschreiben, dal der Zusammenhang streng wird. Um V — 2nb im logarithmischen Glied
durch den fiir die VAN DER WAALS-Gleichung nétigen Faktor V — nb zu ersetzen, erweitern wir den dort stehenden Bruch mit V- nb =
V(1 - x), wobei x = nb/V « 1 ist, und spalten das Glied In[(V — nb)/(V — 2nb)] = - In[(1 — x— x)/(1 —x)] = - In[l — x)/(1 — x)] = x/(1 —x) =
nb/(V—nb) ab:

_ 2an n _ 2an n V-nb|_,6 _2an n nb
A=t =S A RT I e =l =y +RT |:ln(V—nb)a)+an—2nb} fo= 5"+ RT |:ln(V—nb)c0+V—nb}'

Wenn wir zur Kontrolle einerseits - (0u/0V),,r bilden und andererseits anhand der VAN DER WAALS-Gleichung (8p/0n)y,r, erhalten wir, wie es
sein muf3, den gleichen Ausdruck: — 2an/V* + [RTI(V —nb)] [1 + nbl(V — nb)].-
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Die Plitze eines Feldes denken wir uns numeriert, n = 1, 2, 3 ... z, ebenso die Besetzungs-
zustdnde, und zwar bequemerweise mit einer Zahl i = 0, 1, 2, ... (2° — 1), deren n-te Ziffer in
z-stelliger binédrer Schreibweise, ipinir, €ine 0 ist, wenn der n-te Platz leer ist, sonst eine 1. Die
Besetzungszahl b;, das heiit die Zahl der adsorbierten B-Molekeln im i-ten Zustand, ist dann
einfach die Quersumme von ipip;. Im Gleichgewicht gilt

Hoo + RT In®, + b\, [,Ll(),B -I;fT ll’l(CJ/Co)l = o, + RT In®); fiir alle i.
U (leeres Feld) u(B) 4 (Feld im i-ten Besetzungszustand)

Wir ziehen auf beiden Seiten b; - g ab, teilen durch R7T, exponieren und multiplizieren
mit ¢y’ . Das ergibt, weil y 0, der Potentialgrundwert fiir das leere Feld, verschwindet,

b " N
O-ct =[ co-exp(%) } -0 fiir alle 7 .

S— c¢i (Halbwertskonzentration fiir den i-ten Besetzungszustand)

Als Wert fiir den hierdurch nicht bestimmten Parameter c;= ¢ wihlen wir die Bezugskonzen-
tration co. Die Parameter c; auBer ¢ stellen fiir den zugehorigen Adsorptionsvorgang wieder
eine Art Halbwertskonzentration dar, d. h. die Konzentration c, bei der der Anteil ®; an Fel-
dern im i-ten Besetzungszustand gerade % werden wiirde, wenn der betrachtete Vorgang allein
stattfinde. In diesem Fall wire &y = 1 — &);, so dal} wir die Gleichung wie oben bei der LANG-
MUIR-Adsorption nach ®&; auflosen konnen:

1

bi
:(C/—Ci)b mit @, = = firc=c;.
1+(c/c)" 2

i

Teilen der 2° Gleichungen durch ¢! und Multiplizieren zum einen mit dem Faktor 1, zum
anderen mit dem Faktor b; und Summieren iiber alle i liefert zwei Beziehungen,

bi bi
@OZ(CL) = Z@i = 1, @0'2&"(&) = Zb{@i = Z@,

1

aus denen wir durch Beseitigen von &, den Bedeckungsgrad @ in Abhingigkeit von der Kon-
zentration c erhalten,

b bi
_ 15y, (e c : :
- N Zi:bl (C" j / Z(Cij ' (Adsorptionsgleichung)
Angewandt auf den einfachsten Fall z = 2 mit zwei gleichen Adsorptionsplétzen, das hei3t co;

= ¢y0, lautet die Gleichung (Bild 6):

_ cleo + (clen )
14 2clcor + (clen

e

Anfangstangente . . . . G e
P . e Cnlen Bild 6: Adsorptionsisothermen fiir unabhéngige

0.1 Paare gleicher Adsorptionsplitze. Dargestellt ist der
Bedeckungsgrad ® in Abhingigkeit von der redu-
zierten Konzentration c/cy; fiir verschiedene Ver-
hiltnisse ¢1,/cq;, wobei c¢q; die Halbwertskonzentrati-
on fiir die Einfachbesetzung eines Platzpaares, cy;
die fiir die Zweifachbesetzung bezeichnet. ¢, < c¢q;
heiflt anziehende und c¢;; > ¢ abstoend Wechsel-
2 /o wirkung. c1; = ¢ liefert die LANGMUIR-Isotherme.
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6. Allgemeine Systeme wechselwirkender Teilchen

Die im letzten Abschnitt besprochene Adsorption wechselwirkender Teilchen 14Bt sich
leicht verallgemeinern, indem man statt flichig etwa rdumlich verteilte Pldtze betrachtet. Ob
der Raum dabei leer oder mit Materie (etwa einem Losemittel) erfiillt ist, macht keinen we-
sentlichen Unterschied. An die Stelle eines zweidimensionalen Feldes tritt ein dreidimensio-
nales S , das man sich etwa durch eine passende Hiillfliche gegen die Umgebung abge-
grenzt denken kann. Dieser Bereich stellt das von uns untersuchte System dar, das mit seiner
Umgebung den Stoff B austauscht:

|+ bB —[pB;.
Die Gesamtheit aller moglichen Besetzungszustinde ,- des Systems denken wir uns ge-
eignet durchnumeriert (Nummer i). Um den Rechenaufwand niedrig zu halten, wird man sich
im konkreten Fall bemiihen, mit einem moglichst kleinen, mikroskopischen System auszu-
kommen. Fiir die allgemeinen Gleichungen spielt jedoch die Kleinheit keine Rolle, so dall das
System grundsétzlich auch makroskopisch sein kann.

Da uns die Form, in der B in der Umgebung vorliegt, nicht weiter interessiert, setzen wir nur
voraus, da3 das chemische Potential # von B dort einen wohlbestimmten Wert hat. Die Be-
dingung fiir das Besetzungsgleichgewicht lautet dann

too + RT Gy + bi-u = poy + RT In®; = 6 = @o-exp(%;’unij
- —
M (leeres System) M (System im i-ten Besetzungszustand)

fiir alle i, wobei n; = b; T die B-Menge im i-ten Besetzungszustand bezeichnet. Man beachte,
daB} u oo = 0 ist. Wihrend die Summe aller @; die Zahl 1 ergibt, liefert die Summe aller n; &;
die Gesamtmenge n des Stoffes B im System:

=286 = @oZeXp(%, n o= Sno, = @Ozni.exp(%.

N\

[1]<

KT (B 10p0)r
©); 1aBt sich als Wahrscheinlichkeit dafiir deuten, das System bei gegebenem g und 7 im

i-ten Besetzungszustand anzutreffen, und n entsprechend als Erwartungswert der B-Menge im
System. Wihrend die n; ganzzahlige Vielfache von 7 sind, kann n ein gebrochenes sein. Die

B-Menge streut um den Erwartungswert, wobei die Streuung durch o = / '6,(n-n) gegeben

ist. o ist nur bei mikroskopischen Systemen von Bedeutung. Hat man die Summe = als Funk-
tion von # und 7 (und gegebenenfalls weiteren Veridnderlichen wie dem Volumen V des Sy-
stems oder der Losemittelmenge n, darin, dem Druck p usw.) bereits berechnet, dann eriibrigt
sich die Berechnung der zweiten Summe, da sie sich aus der ersten durch Ableiten nach u
ergibt. Da @) = £ ' ist, wie man aus der ersten der obigen Gleichungen entnimmt, und
dIn=/ou = = (0Z/6u), konnen wir demnach n wie folgt ausdriicken:

_ 0lnZ o = —Hoi T+ Un;
il e R G I

Diese Gleichung beschreibt die Besetzung des Bereiches C} mit dem Stoff B in dhnlicher
Weise wie eine Adsorptionsgleichung die Besetzung eines Oberflidchenplatzes.




7. Entropie statistisch

Falls unser leeres System S einen Hohlraum mit dem Volumen V darstellt und wir eine
innere Anregung eines B-Teilchens im System (Drehung, Schwingung usw.) als neuen Beset-
zungszustand mit eigener Nummer i einstufen, stimmt u o; 7 mit der — vom Volumen V und
gegebenenfalls weiteren Parametern abhingigen — Energie’ E(V, ...) des Systems im i-ten
Zustand iiberein. In diesem Falle entspricht & =Zexp[(—E,» + 1 n;)/ kT der aus der Quanten-

statistik offener Systeme bekannten grofien Zustandssumme. Die Funktion =(7, u, V, ...) hat
die bemerkenswerte Eigenschaft, das System im thermodynamischen Gleichgewicht mit sei-
ner Umgebung vollstdndig zu beschreiben, so dal die Kenntnis dieser Funktion geniigt, um
samtliche relevanten GroBen zu berechnen, Energie E, Stoffmenge n, Druck p, ... und die
daraus abgeleiteten Grofen wie Konzentration ¢, Kompressibilitit y , Wiarmekapazitit C, ...,
und zwar nicht nur ihre Erwartungswerte, sondern zum Beispiel auch ihre Streuung.

Die dazu notigen Gleichungen lassen sich ohne allzu gro3e Miihe herleiten. Greifen wir bei-
spielsweise den Erwartungswert der Energie heraus, den wir aus = (7, u, V, ...) wegen &; =
Oy - expl(—Ei + un)lkT] = = 1oe wie folgt berechnen konnen:

B 1 | o(0nE
E = ZE,»@,» = E{ZE, e ,uzi:n,» e+ ,uzi:n,» e } = kT ( 5T )uV4..+ un.
R{ /) W J v,
kT - (OZ/Sp)ry....
Um zur Entropie zu gelangen, berechnen wir den Entropiezuwachs beim Auffiillen des leeren
und damit entropiefreien Systems C} mit dem Stoff B, indem wir uns das chemische Po-
tential von B in der Umgebung von - o bis zu dem gewiinschten Endwert x langsam angeho-
ben denken. Alle iibrigen unabhéngigen Verédnderlichen, 7, V, ..., sollen dabei konstant gehal-
ten werden. Aus dE = 7dS — pdV + udn + ... erhilt man unter diesen Umsténden tiber dS =

T [dE - udn] :
0’In~z

0’In~ olnz
_ —1 2. — N il Y=
=T {” (aTaujv,_.d“”d”} ’{T (aTau)V,u.*( 3 )}d"

und schlieBlich durch die oben erwihnte Integration iiber u

S = k[T-(aéLTE)TYVWflnE}.

Dies ist zwar ein niitzliches Ergebnis, aber unser eigentliches Ziel ist eine noch fundamenta-

i

ler Gleichung, zu der wir gelangen, wenn wir X = Zexp[(—E,»+ un;)/kT] und

seen

expl( - Ei + un))/kT] = Z ©; in das linke Glied des obigen Ausdrucks einsetzen:

S = k|:TE—1 Z( —E]lc;gmz) eXp(_El’k‘;ﬂnij_'_lnE:' = k|:z@[[—ln@i —11’15] +h’15:|

1 W—J
In (20 )/T Z0

Wegen Z@[ =1 hebt sich In % heraus, so dal wir die bekannte Gleichung fiir die statistisch

definierte Entropie erhalten mit &, als Wahrscheinlichkeit:

S = —kZ@[ln@i ) (BOLTZMANN-SHANNON-Gleichung)

’ Die Unterscheidung zwischen g;, der Energie eines Teilchens (oder eines Mikrosystems weniger Teilchen), und &;, der Energie des Gesamt-
systems, ist hier entbehrlich, weil fiir Mikro- und Makrosystem dieselben Formeln gelten.
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8. Riickblick und Ausblick

Die Beispiele zeigen, dal auch Wechselwirkungen zwischen den Teilchen keine Hiirde fiir
unseren Ansatz darstellen. Allerdings kann der Rechenaufwand wie in der Quantenstatistik
wegen der Vielzahl zu beriicksichtigender Wechselwirkungsglieder leicht so gro8 werden,
daf} etwa eine Gleichung, wie sie im letzten Abschnitt hergeleitet wurde, unbrauchbar wird.
Es kommt dann wieder auf das mathematische oder physikalische Geschick an, Vereinfa-
chungen zu finden, die ohne zu grobe Verfilschungen handhabbare Formeln liefern.

Noch ein Punkt ist erwdhnenswert. Im letzten Abschnitt ist erkennbar geworden, daf} selbst
Schwankungserscheinungen in der Reichweite unseres Rechenansatzes liegen.
Dies steht im glatten Widerspruch zu der allgemeinen Uberzeugung, da die phiinomenologi-
sche Thermodynamik

Die zeitabhiingigen Erscheinungen werden wir dabei vorerst ausklammern, da sie - nach all-
gemeiner Uberzeugung - einen der Thermodynamik und der Quantenstatistik fremden Zug in
die Uberlegungen bringen, der neue Hilfsmittel erfordert. Wir sollten uns durch Argumente
dieser Art jedoch nicht hindern lassen, wenigstens einen Versuch zur Losung zu wagen. Die
Theorie des Ubergangszustandes liefert hier Vorbilder, an die man ankniipfen kann.

Ob die auf diesem Wege erzielbaren Ergebnisse auch Anspriichen gerecht werden, die iiber
Zeitersparnis und verringerten Lernaufwand durch formale Vereinheitlichung hinausgehen,
wie physikalische Plausibilitit, Vereinbarkeit mit anderen Auffassungen (z. B. der Statistik),
Vollstindigkeit und Eleganz der Beschreibung usw., 148t sich weniger leicht feststellen. Zu
einer gewissen Antwort kann man gelangen, indem man Beispiele aus den verschiedensten
Bereichen anhand der genannten Kriterien priift. In einem weiteren Beitrag sollen daher Bei-
spiele dieser Art zusammengestellt werden. Auf eine Wertung soll dabei verzichtet werden,
um einem eigenen Urteil nicht vorzugreifen.

In der Physik wird vielfach das Produkt x 7 als chemisches Potential bezeichnet und mit dem Formelzeichen x abgekiirzt. Dann taucht im
Argument der Exponentialfunktion die Teilchenzahl N; statt der Stoffmenge n; auf.
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