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Quantenstatistische Aufgaben — elementar gelost (I)

Vortrag am 14.5.91 im Rahmen des ,,Physikalisch-chemischen Seminars*

im Institut fiir Physikalische Chemie der Universitit Hamburg

Georg Job

Zusammenfassung: Zur Herleitung des Zusammenhanges der makroskopischen thermodynamischer Gréen mit den
quantenmechanischen Eigenschaften von Atomen oder Atomverbidnden wird in der Regel die statistische Thermody-
namik bemiiht. Sie gilt als notwendiges Hilfsmittel zur Losung von Aufgaben dieser Art, da ja ,,die phdnomenologi-
sche Thermodynamik als makroskopische Theorie grundsétzlich nicht in der Lage sei, Aussagen iiber atomare Systeme
zu machen®. Dieses festsitzende, ja priifungsrelevante Vorurteil zu korrigieren, ist Ziel dieser Darstellung. Es werden
verschiedene wichtige Ergebnisse der Quantenstatistik hergeleitet, wozu neben den bekannten Beziehungen aus der
Quantenmechanik praktisch nur das chemische Potential und dessen Konzentrations- und Energieabhingigkeit benotigt
wird.

1. Einleitung

Das hier behandelte Thema ist ein kleiner Ausschnitt aus einem umfassenderen Vorhaben.
Zweck dieses Vorhabens ist eine griindliche Durchmusterung aller derjenigen Bereiche der Che-
mie, die man unter der Uberschrift chemische Dynamik zusammenfassen konnte, mit dem Ziel,
das allen Teilen gemeinsame Begriffsgefiige aufzuspiiren und herauszuarbeiten. Das Bild 2 gibt
einen gewissen Uberblick iiber den damit umschriebenen Bereich. Wenn man die einzelnen
Stichworter durchgeht, sieht man, daf} sich darin fast alle Teilgebiete der physikalischen Chemie
wiederfinden.

Die chemische Dynamik ist von vielen Seiten gleichzeitig erschlossen worden. Sie hat daher
auch kein streng einheitliches Gefiige, einem Einkristall vergleichbar, sondern @hnelt eher einem
Polykristall, in dem verschieden geordnete Bereiche an mehr oder minder zufilligen, geschicht-
lich bedingten Grenzen zusammengewachsen sind (Bild 1). Man braucht sich also iiber stark dif-
ferierende Beschreibungsmuster fiir dhnliche Erscheinungen aus verschiedenen Bereichen nicht
zu wundern. Man vergleiche etwa die Begriffe und Gleichungen, mit denen man Vorgédnge wie
Stoffaustausch an adsorbierenden Grenzflachen, Protonenaustausch bei Sidure-Base-Reaktionen,
Elektronenaustausch zwischen Redoxsystemen und Photonenaustausch in der Spektroskopie
beschreibt. Gemeinsamkeiten sind hier kaum erkennbar und, sie zu suchen, wirkt konstruiert.

Dal} ein unnotiges und unabgestimmtes Nebeneinander verschiedener Begriffssysteme nicht
O0konomisch ist, liegt auf der Hand. Der Ubergang von einem Bereich in einen anderen ist um-
standlich, weil man die alte Ordnung in eine neue umdenken muf3.

Bild 1: Von verschiedenen Seiten aus zusammengewachsene
Strukturen sind selten durchgehend geordnet. Bildschirm-
zeichnung nach einer photographischen Vorlage unbekannter
Herkunft.




Antriebe (Affinitdten):

von Reaktionen, Phasenumwandlungen,
Losevorgidngen, Adsorption, Stofftransport,
Elektronen- und Protonenaustausch, ...

Massenwirkung:
Gleichgewichtskonstanten,

Atom- und Molekiileigenschaften:
Loslichkeiten, Komplexstabilitit,

Elektronenaffinitét, Ionisierungspotentiale,

Verteilungskoeffizienten, Elektronegativitit,
Bildungs-, Dissoziationsgrad, ... Bindungsfestigkeit, Gitterstabilitiit,
Hydratationseffekte, ...

Mehrphasensysteme:

Schmelz-, Siede-, Umwandlungstemperaturen,
Dampfdruck-, Umwandlungsdruckkurven,

Zustandsdiagramme, Phasengesetz,
eutektische, azeotrope Punkte, ...

Sidure-Base-Reaktionen:

Saurestirke, Sidure- und Basekonstanten,
HENDERSEN-HASSELBALCH-Gleichung,
Titrationskurven, Pufferkapazitit,
Indikatoren, ...

Redoxsysteme:

GALVANIsche Zellen, Redoxpotentiale,
NERNSTsche Gleichung, Potentiometrie,
Redoxindikatoren. ...

Chemische

molekulare Zustandssummen,
BOLTZMANNscher Satz,

MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilung
N .
>~ FERMI- und BOSE-Verteilung, ...

~

Spektroskopie und Photochemie:
Lichtemission und -absorption,
schwarze Strahlung,
photochemische Reaktionen

Reaktionskinetik:
Geschwindigkeitsgesetze,

Auswertung spektroskopischer Daten, ...

Geschwindigkeitskoeffizienten,
Theorie des Ubergangszustandes,
Aktivierungsgrofen, ...

Kolligative Eigenschaften:
osmotischer Druck, Siedepunktserhdhung,
Gefrierpunkts-, Dampfdruckerniedrigung, ...

Zwischenionische Wechselwirkung:
Tonenstirke, DEBYE-HUCKEL-Theorie,
Folgen fiir Loslichkeit, Sdurestirke,
Komplexdissoziation, Redoxpotentiale,

Stofftransport: y
Diffusion, Sedimentation, Permeation,
Ionenwanderung, Beweglichkeiten,

Diffusionsspannung, Membranspannung, ... Reaktionsgeschwindigkei, ...

Wirmeeffekte: Grenzflichenerscheinungen:
Reaktions- und Umwandlungswirmen, LANGMUIRsche Adsorptionsisothermen,
Wirmekapazititen, molare Entropien, Mehrschichtadsorption,
CLAUSIUS-CLAPEYRONsche Gleichung, GiBBssche Adsorptionsgleichung,
Reziprozititsbeziehungen, ... Spreitungsdruck, ...

Bild 2: Bereiche der Chemie, die sich unter dem Oberbegriff ,,Chemische Dynamik* zusammenfassen lassen. Das chemische
Potential x bildet in der gesamten chemischen Dynamik den zentralen Angelpunkt, an den sich die Hebel zur Losung der anfal-
lenden Aufgaben am wirkungsvollsten ansetzen lassen.! Das trifft auch fiir die hier niher untersuchte ,,Molekularstatistik zu, in
der sonst die Zustandssummen die Schliisselrolle spielen.

Meist ist man geneigt, diesen Umstand als naturgegeben und daher unvermeidlich hinzunehmen.
Tatsdchlich sind aber die Begriffe und Formeln, die wir zur Beschreibung benutzten, Konstrukti-
onen, die viele willkiirliche Elemente enthalten, so dal} leicht Unterschiede vorgetiuscht werden,
wo in der Natur keine bestehen (Bild 3). Ein gutes Beispiel hierfiir bildet die ,,Molekularstatis-
tik, deren Anwendung gegeniiber der phanomenologischen Thermodynamik ein neues, spezifi-
sches Begriffsrepertoire voraussetzt. Die dort bearbeiteten Aufgaben lassen sich jedoch ebenso-
gut mit bereits bekannten Mitteln 16sen, wie im folgenden gezeigt werden soll.

! vel. G. JoB: ,,Thermodynamik im Unterricht: Chemisches Potential von Anfang an“, Vortrag auf der Thermodynamik-Konferenz in Taormina
(Sizilien) am 20. 2. 91. Die Riicksichtnahme auf die Vielzahl thermodynamischer Sonderbildungen - neben dem iiblichen Energiebegriff E bei-
spielsweise die GroBen innere Energie U, Enthalpie H, freie Energie F, freie Enthalpie G oder neben den chemischen Potentialen x4 etwa die
Aktivititen A, Fugazititen f, lonenexponenten pH , pOH ... samt aller davon abgeleiteten Begriffe - verlidngert nur die Rechnungen. Um den Zu-
sammenhang mit den bisherigen Darstellungen zu wahren, 146t sich ein Eingehen auf diese Begriffe vorerst nicht vermeiden.
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Bild 3: Wie leicht trotz gleicher Grundstruktur unvereinbare Beschreibungsmuster entstehen konnen, zeigt der dargestellte Ver-
such. Vorgegeben war das links gezeigte periodische Punktmuster. Die Aufgabe war, die Lage der Punkte mit geeigneten Hilfsli-
nien, deren Schnitte oder Knicke die Punkte markieren, moglichst einfach und einprdgsam zu beschreiben. Eine Auswahl der
Ergebnisse verschiedener Personen ist im rechten Teilbild zusammengestellt. Die Punktanordnung ist links und rechts genau
gleich. Das Mdandermuster war dasjenige, das beim Zeichnen der Punkte zugrunde gelegt worden war. Selbst dieses Muster ist
durch die Punkte nicht eindeutig festgelegt, so daf verschiedene Mianderbereiche entstehen konnen mit gestortem Gefiige an den
Bereichsgrenzen.

2. Erste Bekanntschaft mit der Molekularstatistik

Der Chemiker kommt mit der Molekularstatistik, und zwar mit ihrer klassischen Variante, zum
ersten Mal in der kinetischen Gastheorie in Beriihrung. Das MAXWELLsche Geschwindigkeitsver-
teilungsgesetz, der BOLTZMANNsche Satz, der Gleichverteilungssatz der Energie sind einige Er-
gebnisse der klassischen mechanischen Theorie, die einerseits als wichtig genug, andererseits als
einfach genug gelten, dal man sie Studenten auch in den Anfangssemestern zumuten kann. Auf
eine statistische Herleitung wird dabei wegen ihrer Umstéindlichkeit verzichtet. Haufig wird die
barometrische Hohenformel bemiiht, um wenigstens irgendeine Begriindung fiir die Existenz des
BoLTZMANN-Faktors e ~“*" zu liefern.

Als wohl hdufigste Anwendung des Gleichverteilungssatzes wird die innere Energie und die
sich aus deren Temperaturabhéngigkeit ergebenden Wirmekapazitit idealer Gase erortert. Wih-
rend der Beitrag der Fortbewegung der Gasmolekeln vollig regulir ist und sich auch der Beitrag
der Drehung noch durch vergleichsweise einfache Regeln erfassen 146t, macht die Beschreibung
der Schwingungen Schwierigkeiten. Wenn diese bei hinreichend tiefen Temperaturen ganz ,.ein-
gefroren® sind und damit keinen Beitrag liefern, sind die Verhéltnisse immerhin einfach, wenn
auch vom Standpunkt der klassischen Theorie unverstdndlich. Der Bereich etwas hoherer Tempe-
ratur, in dem die Schwingungen allméhlich ,,auftauen®, ist die eigentliche Doméne der Quanten-
statistik, in der quantentheoretische Ergebnisse mit statistischen Methoden kombiniert werden.
Erst bei voller Anregung ist der Gleichverteilungssatz zur Berechnung der kinetischen und poten-
tiellen Schwingungsenergie benutzbar, versagt aber erneut, wenn bei noch héheren Temperaturen
die Schwingungen anharmonisch werden.

3. Vorausgesetzte Formeln

Gerade an dieser Stelle ist der Riickgriff auf die phanomenologische Thermodynamik als Alter-
native zur Statistik besonders leicht moglich. Und zwar bendtigen wir von dem ausgedehnten
thermodynamischen Kalkiil — wie tiberhaupt zur Losung fast aller Aufgaben der chemischen Dy-
namik' — nur die Existenz und einige Eigenschaften des chemischen Potentials. Insbesondere die



Formel fiir dessen Konzentrationsabhdngigkeit werden wir hdufig bemiithen. Da wir uns im fol-
genden auf diinne Gase und diinne Losungen beschrinken, geniigt die einfache Gleichung:

U = po+RT In-< (Massenwirkungsformel)
Co

Diese Gleichung beschreibt die Erscheinung, die der Chemiker Massenwirkung nennt, als Eigen-
schaft des chemischen Potentials eines Stoffes. Daher bietet sich hierfiir der Name Massenwir-
kungsformel an. Wegen der Proportionalitit von Druck und Konzentration bei diinnen Gasen
derselben Temperatur, p ~ ¢, konnen wir den Quotienten c/cy bei Bedarf auch durch den Druck-
quotienten p/py ersetzen. Ahnliches gilt in diinnen Losungen fiir andere GehaltsmaBe — Molalitiit
b, Massengehalt w, Mengengehalt x usw. —, so dal wir leicht verschiedene Spielarten der Mas-
senwirkungsformel erhalten. Den Wert 1y beim Bezugswert des gewihlten Gehaltsmalles, co, po,
by ..., nennen wir den Potential-Grundwert (im weiteren Sinnez).

Noch eine weitere Gleichung wird oft benétigt. Wenn man die Molekeln eines Stoffes in einen
angeregten, um ¢ energiereicheren Zustand versetzt, ohne sie sonst und ihre Umgebung (Art des
Losemittels, Temperatur, Druck, Konzentrationen, Feldstirken usw.), zu verdndern, dann nimmt
das chemische Potential des Stoffes um die molare Energie ¢/t zu (z bezeichnet die Elementar-
menge3):

we) = u0)+e/t (Anregungsformel)

Als einfachste Art einer solchen ,.rein energetischen® Anregung, die die Molekeln selbst ungeén-
dert 14Bt, konnen wir uns die Verschiebung in einem dufleren Feld an einen Ort mit einer um &
hoheren potentiellen Energie vorstellen. Bei geeigneter Wahl des Ausgangsorts kann man bei-
spielsweise im Schwerefeld ¢ = mgh und im elektrischen Feld ¢ = zep setzen. u(e) = u(0) + Mgh
wird auch als gravitochemisches Potential u(e) = u(0) + z F ¢ als elektrochemisches Potential be-
zeichnet, wihrend u(0) das chemische Potential im engeren Sinne darstellt (m Molekelmasse, M
= m/t molare Masse, g Fallbeschleunigung, 7 Hohe, z Ladungszahl, e Elementarladung, ¥ = e/t
FARADAY-Konstante, ¢ elektrisches Potential).

Die innere Anregung der Molekeln erfordert etwas mehr Aufmerksamkeit. Im allgemeinen ent-
spricht der Ausgangszustand der Molekeln nicht einem einzigen ,,Quantenzustand‘ mit einer be-
stimmten Energie &y, sondern umfaft eine Gesamtheit solcher Zustinde mit den Energien ¢, ¢,
€, ... . Nur wenn die Anregung auf eine gleichartige Verschiebung aller Energiewerte um ¢ hi-
nauslduft, ep + ¢, €1 + ¢, &, + € ... , ohne die Zahl der Zusténde zu dndern, 146t sich 4 wie angege-
ben berechnen. Bei den iiblichen Ansitzen wird diese Bedingung schon gefiihlsmifBig eingehal-
ten, so dal man dariiber kaum besonders nachdenken muf.

% In der Praxis ist es zweckmiiBig, den Namen Grundwert (im engeren Sinne) auf den am hiufigsten anzusprechenden Fall zu beschriinken, daB die
Bezugswerte ¢y, po, by ... des gewihlten GehaltsmaBes ¢, p, b ... den Normwerten ¢° = 1kmol m ’3, p° =101 kPa, b° = 1 mol kg’] ... entsprechen,

o
und diese Grundwerte durch ein besonderes Formelzeichen - etwa x - zu kennzeichnen.

? zist - nach einem Vorschlag G. FALKs (Konzepte eines zeitgemiBen Physikunterrichts, Heft 2, Schroedel: Hannover 1978, S. 9) - der Kehrwert
der AVOGADRO-Konstanten, 7= Ny"'= 1,6606 -10°% mol, und bezeichnet die Elementarmenge eines Stoffes, das heilit gerade diejenige Menge, die
man als ein Teilchen zu bezeichnen pflegt. Diese nicht unbedingt erforderliche und zunichst fremdartig wirkende Abweichung von der iiblichen
Schreibweise liefert einheitlichere Formeln und Sprechweisen. Teilchenzahl N und Ladungszahl z oder Elementarmenge 7 und Elementarladung e
werden einander entsprechende Groen: Die Stoffmenge n ist wie die Ladung ¢ ganzzahlig gequantelt, wobei 7 und e die elememtaren Quanten
dieser Grofen darstellen: n=Nz7,g=ze.



Es sei noch darin erinnert, daf die erste Ableitung des chemischen Potentials nach der Tempe-
ratur 7 bei festem Druck p und festen Stoffmengen n die molare Entropie S,,, die zweite Ablei-
tung die molare Wirmekapazitit C, , liefert:

S, = —(ou/dT),., und Com = —T(0?u/dT?),,.

Wenn wir von den chemischen Potentialen zu Entropien oder Wiarmekapazititen iibergehen, be-
geben wir uns bereits auf Abwege, die — auller im Falle der Wirmeeffekte — die Beschreibung
komplizierter, die Formeln aufwendiger, die Begriindungen undurchsichtiger machen. Daher soll-
te man diesen Schritt, den wir hier nur zum besseren Vergleich mit herkdmmlichen Ergebnissen
ofter tun werden, moglichst vermeiden.

Die Ergebnisse der Quantentheorie wollen wir vorerst unbesehen iibernehmen, obwohl man fiir
eine Reihe von Anwendungen auch dort mit sehr stark vereinfachten Beziehungen auskommit.
Manche der unten angegebenen Herleitungen lassen sich also auch von dieser Seite her noch wei-
ter straffen.

4. Schwingungsbeitrag zum chemischen Potential

Als einfachstes Beispiel betrachten wir ein zweiatomiges Gas B, etwa loddampf. Wir fassen al-
le Gasteilchen, die sich in demselben Schwingungszustand mit der Schwingungsquantenzahl v
befinden, als Molekeln eines Stoffes B(v) auf und das ganze Gas als ein Gemisch dieser Stoffe®.
Die Verschiedenheit der Energie in den einzelnen Schwingungszustinden beriicksichtigen wir
durch den Ansatz &(v) = v - hv, wobel wir die Schwingung ndherungsweise als harmonisch und
unabhingig von den anderen Bewegungsarten der Molekel ansehen’. Im Rahmen dieser Nihe-
rung ergibt sich fiir das chemische Potential der einzelnen Stoffe B(v) aus der Anregungformel

wo(w) = wo(0)+ov-hv/t  fiir 0=0,1,2,3...
Da die Umrechnung der Potentiale ineinander unter gleichen Bedingungen, insbesondere bei
gleichen Konzentration geschehen muf, stehen in der Formel die Grundwerte. Die Anderungen
des Schwingungszustandes der Teilchen durch Zusammenstof3e untereinander und mit der Wand
erscheinen dann als Umwandlungen von folgender Art:

B(v)—> B(v").
Nach kurzer Zeit stellt sich fiir alle diese Vorgédnge Gleichgewicht ein, wobei sich die Konzentra-
tionen der Mischungsbestandteile B(») auf ihre Gleichgewichtswerte ¢(7) einpendeln. Das Poten-
tial u ist in diesem Zustand fiir alle Stoffe B(v) gleich, das hei3t, wenn wir Massenwirkungs- und
Anregungsformel gleichzeitig beriicksichtigen:

c(v)

Co

h
1= 1(0) + v~ + RTIn fir  2=0,123...

T
Hieraus sind die c(v) leicht berechenbar. Indem wir auf beiden Seiten 1(0) + © - hv /7 abziehen,
durch RT teilen, unter Beachtung der Regeln e**’=e“ - ¢” und ™ = a exponieren und mit ¢, mul-

tiplizieren, erhalten wir wegen R = k/z,

* Diesen Kunstgriff benutzte wohl erstmalig A. EINSTEIN (Verh. Dtsch. Phys. Ges. 12 (1914) 820), und zwar ausdriicklich mit dem Hinweis
darauf, daf sich auf diese Weise der Riickgriff auf das BOLTZMANNsche Prinzip und damit auf statistische Erwédgungen eriibrigt.

5 Wir unterstellen damit, daB der Ubergang von einem Schwingungszustand in einen anderen keinen EinfluB auf die sonstigen Quantenzustinde
der Molekel hat (Fortbewegung, Drehung usw.). Das ist sicherlich bei den hoheren Schwingungszustinden nicht gerechtfertigt, weil dort der
Zuwachs des Triagheitsmomentes durch die vergroBerte Schwingungsamplitude und damit die Riickwirkung auf die Drehbewegung merklich wird.
Dieser Fehler fillt aber bei niedrigen Temperaturen nicht ins Gewicht, weil der Anteil stirker angeregter Molekeln im Gleichgewichtsgemisch
dann sehr klein ist.
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Co.exp(%;w(o)) . (e—hv/kT)v — C(’(}).

.
c(0) g<l1

Dal} der Ausdruck links gerade ¢(0) ist, sieht man, wenn man v = 0 setzt. Summieren aller Kon-

zentrationen c(v) liefert die Gesamtkonzentration ¢ des Gases B:

c = ic(v) = C(O).iqv - c(o).% _ Co,exp(ﬂ—,uo(o)jl 1
v=0 v=0 —q

—e-h/kT

Zs

Der Bruch ganz links ist der aus der Quantenstatistik bekannte Ausdruck fiir die Schwingungszu-
standssumme Zz; des harmonischen Oszillators. Auflosen nach u ergibt

| |
i = w0+ RTIn(l—e*) +RTIn-—
\ ) Co

Y
us(T)
Das eingerahmte Glied uy(7T) ist der gesuchte Beitrag der Molekelschwingung zum chemischen
Potential. Durch zweimaliges Ableiten nach 7 und Multiplikation mit —7° kénnen wir den
Schwingungsbeitrag zur molaren Wirmekapazitit, Cs= —T(d*u/dT ?) berechnen. Das Ergebnis
hierfiir, das in Bild 4 zeichnerisch dargestellt ist, lautet unter Fortlassung der Zwischenrechnung:

_ ok (hv/kT) -em /i

C
* [erv /T — 1]2
CyJ/R
)
e
0,5
Bild 4: Beitrag C(T) der Molekiilschwingung zur molaren Wir-
hvlk mekapazitit des I,-Dampfes. Die charakteristische Schwingungs-
0 T temperatur O, = hv/k betrigt 305 K.

0 200 400 600K

5. Rotationsbeitrag zum chemischen Potential

Die Berechnung des Rotationsbeitrages gelingt nach demselben Muster. Interessant ist diese
Aufgabe eigentlich nur fiir Wasserstoff, wo die Drehungen wie die Schwingungen schon bei ver-
gleichsweise hohen Temperaturen ,,einzufrieren* beginnen. Wir wollen uns im folgenden auf den
Parawasserstoff beschrianken. Quantenmechanisch ergibt sich fiir die Energie der Wasserstoffmo-
lekel in dem durch die Rotationsquantenzahl J und die Richtungsquantenzahl m; gekennzeich-
neten Rotationszustand: &(J,my) = k O, - J(J+1), wobei O, die aus den Molekelabmessungen
berechenbare Rotationstemperatur darstellt. Wieder fassen wir die Gesamtheit aller Molekeln in
demselben Rotationszustand als einen Stoff B(J,m;) auf. Laut Anregungsformel gilt fiir den Po-
tentialgrundwert:

16(J )= 10(0,0)+ RO, J(J +1), J=0,2,4,6,8, ...,
mi=—J,—J+1,...,0J—-1,7.

Natiirlich hitten wir auch die Gesamtheit aller zu einem Rotationsniveau gehdrigen Molekeln,
die sich also in Rotationszustinden mit demselben J, aber nicht notwendig gleichem m; befinden



und sich daher nicht in der Energie, sondern nur durch ihre Ausrichtung im Raum unterscheiden,
zu einem Stoff B(J) zusammenfassen kdnnen.

Da aber die Zahl der durch m; unterschiedenen Quantenzustinde 2J + 1 betrigt und sich folglich
von einem Rotationsniveau zu einem anderen @ndert, wiren die Voraussetzungen fiir die Anwen-
dung der Anregungformel nicht erfiillt.

Bei den ZusammenstoBen untereinander, wandeln sich die Molekeln verschiedener Art inein-
ander um, so dal} sich die Konzentrationen c¢(J + m; ) verdndern, bis schlieBlich mit demselben
Wert des chemischen Potentials fiir alle Mischungsbestandteile B(J, m; ) Gleichgewicht erreicht
ist. Aufgrund der Massenwirkungsformel gilt in diesem Fall fiir alle J und m; die Gleichung

1= (0,0)+ RO.J(J +1)+ RTIn S
Co

aus der man wie im letzten Abschnitt die Konzentrationen aller Stoffe berechnen kann,

— 1, (0,0
Co.exp(%j . (e—HrJ(J+1)/T) - C(J,mj).

Summieren iiber alle J und m; — letzteres liefert 2J + 1 gleiche Glieder und damit einen Faktor
2J + 1 — ergibt fiir die Gesamtkonzentration ¢ des Gases B

— Uy (0,0
C = exp(wj . Z(ZJ +1) efﬁrf(l+l)/T
RT \J Y ~
Zr

z; entspricht der Rotationszustandssumme aus der Quantenstatistik. Wenn man die Gleichung
nach yx aufl6st und die Summe ausschreibt, erhélt man fiir ¢ den Ausdruck

4= 10(0,0) — RTIn(145e-00/7 +9e27 4 ) +RTInC.,
C
_ e

RE

in dem u(7) den gesuchten Rotationsbeitrag in Gestalt einer Reihe darstellt. Da die Reihe fiir
niedrige und mittlere Temperaturen rasch konvergiert, geniigen im Bereich O ... 300 K die ange-
gebenen drei Glieder, wenn der Fehler < 0,001 kG bleiben soll.

Natiirlich kann man wieder zum besseren Vergleich mit herkommlichen Darstellungen durch
zweimaliges Ableiten von u(7T) nach T den Rotationssbeitrag zur molaren Warmekapazitit, C, =
— T(d*u,/dT?), berechnen. Man gelangt unter Fortlassung der Zwischenrechnung zu dem im Ver-
gleich zu 1(T) komplizierten Ergebnis (vgl. Bild 5)

49[)2 {180e—6ﬂ/T+3600e—209r/T { 30e-64/7 +180e-204 /7 ﬂ

C.(T) = R(—
T 1+Se—69r/T +9e—209r/T 1+Se—209r/Te—69r/T +9e—209r/T

C/R

Bild 5: Beitrag C(T) der Molekelrotation zur molaren Wir-
mekapazitit des Parawasserstoffs. Die charakteristische Rota-
tionstemperatur @, betrdgt 87,7 K. Fiir die Berechnung bis
0,5 1 300 K wurde die im Text angegebene Formel benutzt, in der
nur die drei niedrigsten Rotationsniveaus (J = 0, 2, 4) beriick-
sichtigt sind. Oberhalb 300 K wurde das vierte Niveau (J = 6)
0 Qr ‘ ‘ T hinzugenommen.
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6. Molekulare Geschwindigkeitsverteilung

Um die Verteilung der Teilchengeschwindigkeiten in einem Gas herzuleiten, benutzen wir den-
selben Kunstgriff wie bisher. Wir fassen alle Teilchen mit dem gleichen Geschwindigkeitsvektor
v als Molekeln eines Stoffes B(») auf und das ganze Gas als ein Gemisch vieler solcher Stoffe.
Hierbei stoen wir auf eine Schwierigkeit. Die Zahl der Teilchen, die genau die Geschwindigkeit
v besitzt, ist strenggenommen null. Daher denken wir uns den Geschwindigkeitsraum in ein Wiir-
felgitter mit der Kantenldnge Av zerlegt, wobei Av klein im Vergleich zur Breite der Geschwin-
digkeitsverteilung soll, und fassen alle Teilchen, deren Geschwindigkeitsvektoren innerhalb eines
solchen Wiirfels enden, als Molekeln desselben Stoffes B(v) auf.

Da sich in verschiedene Richtungen bewegte Teilchen chemisch nicht voneinander unterschei-
den, ordnen wir ihnen dasselbe Grundpotential y zu. Die unterschiedliche Energie bei verschie-
denen Geschwindigkeitsbetrigen » =| »| beriicksichtigen wir durch das Glied &/t = 1/2 mv Y=
1/2 Mv?, die molare kinetische Energie der Stoffe:

() = ,uo(0)+%M712.

Im einfachsten Fall eines Gases strukturloser Teilchen im Volumen V 148t sich dieser Ansatz wie
folgt genauer begriinden. Alle zum Stoff B(v) zusammengefalten Teilchen liegen im molekula-
ren Phasenraum in einer Zelle, die das Phasenvolumen (mAv)3V besitzt und damit { = (mAv)3V/h3
Quantenzustinde umfaft, die fiir hinreichend kleines Av alle zu demselben Energieniveau 1/2 mo
gehoren (7 PLANCK-Konstante). Da { in allen Féllen gleich ist, erfiillen die Stoffe B(») hinsicht-
lich Anzahl und Energie der molekularen Quantenzustinde die Voraussetzungen der Anregungs-
formel.

Die Geschwindigkeitsinderungen der Teilchen durch die vielfiltigen Zusammenstde unterein-
ander erscheinen dann als Umwandlungen der einfachen Art B(v) — B(#”). Wenn wir das Gas
nicht durch Riihren oder andere Eingriffe dauernd stéren, dann stellt sich in kurzer Zeit fiir alle
diese Vorginge Gleichgewicht ein. Das chemische Potential m wird fiir alle Stoffe B(») gleich,

so daf} laut Massenwirkungsformel mit den Gleichgewichtswerten c(») der Konzentrationen

o)

1= t(0) +%M7}2 +RTIn fiir alle »

gilt. Durch Auflosen nach c(v) gelangen wir zu der gesuchten Verteilung (vgl. Bild 6):

c(0)
A
g (O; Lago? NN
C(v):CO'eXP(—'L‘_I';t; ) _—ZRT = | c@) =c(0)e 2

Bild 6: Wenn wir c(») gemil der obigen Gleichung als Punkt-
dichte im dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum darstellen,
erhalten wir die links wiedergegebene kugelige Punktwolke.
Die Wertangaben gelten fiir Stickstoff bei 298 K.




7. Barometrische Hohenformel

Nach demselben Muster wie oben 148t sich auch die Verteilung eines Gases im homogenen
Schwerefeld gewinnen. Dazu fassen wir die Teilchen in einer bestimmten Hohenlage 4 als Mole-
keln eines Stoffes B(#) auf ® Die Grundpotentiale uo(h) der Stoffe B(h) unterscheiden sich, da sie
chemisch identisch sind, nur durch die molare potentielle Energie e/t = Mgh:

Ho(h) = to(0) +Mgh.
Dem Teilchenaustausch zwischen verschiedenen Hohenlagen entsprechen die Reaktionen
B(h) — B(h”). Bei gleichformiger Temperatur bildet sich iiber kurz oder lang zwischen allen
Stoffen ein Gleichgewicht aus. Die Gleichgewichtsbedingung hierfiir lautet
c(h)

c

0

MU= Uo(0)+Mgh+RTIn

mit einem von /& unabhingigen Potential u. Auflésen nach c(h) liefert die Gleichung

c(0)
C(l’l) = Co-exp(%;(o))-exp(—]‘;—é;hj = c(h) = c(()).ef%

8. Sedimentationsgleichgewicht in einer Zentrifuge

Die Fliehkraft auf ein Teilchen der Masse m im Abstand r von der Drehachse einer mit der
Winkelgeschwindigkeit @ umlaufenden Zentrifuge betriigt F = mw?r und folglich die potentielle
Energie dort im Vergleich zu einem Punkt im Abstand r

g:_der:_%maﬂ(ﬂ_r(f)'
Neben dem Beitrag ¢/t zum chemischen Potential ist in einer zentrifugierten Losung wegen der
hohen auftretenden Driicke noch die Druckabhingigkeit der Potentiale zu beachten, wobei wir
uns mit einem linearen Ansatz zufrieden geben konnen,

u(p) = u(po) + Vu-(p—po),

da das molare Volumen V;, von kondensierten Stoffen nur schwach vom Druck p abhingt. Wir
betrachten nun eine zentrifugierte diinne Losung eines Stoffes B in einer Fliissigkeit A (Bild 7
links). Als Bezugsort wihlen wir die Fliissigkeitsoberflache im Abstand ry von der Drehachse.

c(r)

~620'

+
~€

2

2

Fliegkraft
iiberwiegt

r 2 .
——— Auftrieb
iiberwiegt

2

rn o

Bild 7: Sedimentationsgleichgewicht in einer
Zentrifuge fiir einen Stoff B (Teilchenmasse my-
Teilchenvolumen vg), der in einer Fliissigkeit der
Dichte p, gelost oder suspendiert ist. Wenn die
Fliehkraft die Auftriebskraft iibertrifft, reichert
sich der Stoff B auBlen an (oberes Gefil3, obere
Kurve), sonst innen (unteres Gefil3, untere Kur-
ve). w Winkelgeschwindigkeit, » Abstand von der
Drehachse, r, Abstand der Fliissigkeitsober-
flichen von der Drehachse, ¢ Konzentration von
B, ¢(0) auf die Drehachse extrapolierter Wert von
¢; der Kurvenparameter ¢ ist der Achsenabstand,
in dem der Betrag der auftriebskorrigierten poten-

tielle Energie | mg—py ve | V2 @* o* = V5T wird.

® Strenggenommen miiite man bei dieser Art des Vorgehens wieder eine Schicht endlicher Dicke Ah betrachten, damit die Teilchenzahl nicht
verschwindet. Anders als im letzten Abschnitt, wo ¢(») fiir Av — O proportional zu (Av )* verschwindet, ist jedoch c(h) fir Ah — 0 von Ah
unabhéngig und bleibt stets endlich, so daB die oben benutzten Gleichungen auch fiir Az = 0 sinnvoll bleiben.
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Dann gilt fiir die Potentiale ua und ug der Stoffe A und B an einem Ort im Innern der Losung
(r >rp), wenn wir die sehr kleine Erniedrigung von ua durch den gelosten Stoff B vernachléssi-
gen:

Ha(r) = ﬂA("o)—iMsz("z—”oz)"‘VA’[P(”)_P(”O)]’

c(r
i (F) = )~ M3 @0 =13+ Ve [p0) - ()] + RIS,
0
Gleichgewicht ist erreicht, wenn sich die Potentiale iiberall ausgeglichen haben, also sowohl
ua(r) tberall denselben Wert hat als auch up(r). In diesem Zustand heben sich die Glieder wu(r)
und w(rp) in beiden Gleichungen weg, so da3 wir aus der ersten von ihnen fiir die Druckvertei-

lung in der Losung die quadratische Beziehung
pr) = plro)+- pa@? (7 —15)

erhalten. pp = Ma/Vs bedeutet hierin die Dichte der Fliissigkeit A. Dies Ergebnis in die zweite
Gleichung oben eingesetzt, liefert die gesuchte Konzentrationsverteilung:

[mg —pavela?(r2-—r3
c(r) c(r) = c(n)-e g 2kT )

[My — pAVs]-—@? (r* —r¢) = RT In

A
2 c(n)

vg = Vp - 7 bezeichnet das Volumen und ps-vg die Masse der von einem B-Teilchen verdriangten
Fliissigkeit, mit anderen Worten pa-vg ist der scheinbare Massenverlust des B-Teilchens infolge
des Auftriebs in der Fliissigkeit. Bemerkenswert ist, da} diese hydromechanische Korrektur sich
hier als Folge der Druckabhingigkeit der chemischen Potentiale ergibt. Da Vg und damit vg
durch eine dichtere Packung der A-Molekeln in der Solvathiille auch negativ werden kann, setzt
das Prinzip des ARCHIMEDES keineswegs auller Kraft.

Falls B nicht gelost, sondern nur suspendiert ist, dndert sich nicht viel. Man kann Teilchen glei-
chen Durchmessers @ als Molekeln eines gelosten Stoffes B(®) auffassen und die ganze Suspen-
sion als Gemisch vieler solcher Stoffe. Fiir jeden Stoff B(®) einzeln gilt wieder die hergeleitete
Gleichung.

9. Wahrscheinlichkeit eines Energiezustandes

Wie die betrachteten Beispiele zeigen, leisten hier Massenwirkungs- und Anregungsformel,
1=y + RT In (c/co) und po(e) = 1o(0) + &/, zusammen dasselbe wie der BOLTZMANNsche Satz.
Sie stellen zusammen, wie es scheint, nur eine besondere, der Chemie niher stehende und dort
langst bekannte, aber schlecht genutzte Einkleidung dieses Satzes dar. Wir erhalten die gingige
Fassung, wenn wir die Konzentration c(e, i) der Teilchensorte B(e, i) als MaB3 fiir die Wahr-
scheinlichkeit p(e, i) deuten, die B-Teilchen in einem Zustand mit der Energie ¢ und dem Parame-
terwert i anzutreffen, p(e, i) ~ c(e, i). Der Parameter i, den wir als diskret annehmen, steht fiir
irgendein Merkmal (rdumliche Ausrichtung, Spinorientierung, Konformation usw.), durch das
sich die zu den einzelnen Sorten zusammengefallten Teilchen neben ¢ gegebenenfalls noch unter-
scheiden. Man braucht dazu nur die zweite in die erste Formel einzusetzen und nach ¢ = c(g, i)
aufzulGsen,

H=(0)

C(E,i) = Co-eXp(Tj.e—f/kT = p(€,i) ~ e E/KT
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Statistische Gewichte treten hier nicht auf, weil der Riickgriff auf die Anregungsformel voraus-
setzt, daB man die einzelnen Teilchensorten statistisch gleichgewichtig gewihlt hat. Die Forde-
rung, daf} sich entsprechende ,,Quantenzustinde* der Teilchen verschiedener Sorte zwar um den-
selben Energiewert ¢ unterscheiden diirfen, aber nicht durch ihre Anzahl, bedeutet genau dies.
Fragt man wie iiblich nach der Wahrscheinlichkeit p(¢) ein B-Teilchen auf dem Energieniveau &
anzutreffen, das heift in einem Zustand mit der Energie ¢ unabhiingig von i, dann braucht man
nur die zugehorigen p(e, i) zu addieren. Da diese alle gleich sind, gilt, falls ihre Anzahl g(¢) be-
trigt — g(e) ist das statistische Gewicht des Energieniveaus —,

p(e) ~ g(e)e'* |. (BOLTZMANNScher Satz)

10. Ausblick

Es steht nichts im Wege, sich bei weiterfiihrenden Uberlegungen in bekannter Weise auf den
BoLTZMANNschen Satz zu stiitzen. Wir bleiben jedoch bei der ,,chemiegerechteren* Beschrei-
bung mit chemischen Potentialen, da dadurch Gemeinsamkeiten zwischen Bereichen erkennbar
werden, die sonst wegen unterschiedlicher Beschreibungsmuster verborgen bleiben. Um zugleich
die Tragweite des Ansatzes darzulegen, sollen in ergdnzenden Beitrigen molekularstatistische
Beispiele aus den verschiedensten Bereichen der chemischen Dynamik betrachtet werden.

Die im letzten Abschnitt betonte Gleichwertigkeit mit dem BOLTZMANNschen Satz 146t vermu-
ten, da} der Ansatz irgendwann versagen mufl. BOLTZMANN griindete seine Herleitung auf die
aus quantentheoretischer Sicht unberechtigte Annahme individuell unterscheidbarer Teilchen.
Tatsdchlich zerfallen alle Teilchen — so die gingige Lehrmeinung — in zwei Klassen, Fermionen
und Bosonen, die nur bei hinreichender Verdiinnung der ,,BOLTZMANN-Statistik* gehorchen,
sonst aber — als Folge des PAULI-Prinzips und der Ununterscheidbarkeit von Teilchen, die sich in
demselben Quantenzustand befinden — besonderen ,,Quantenstatistiken* unterliegen, die Fermio-
nen der ,,FERMI-DIRAC-*, die Bosonen der "BOSE-EINSTEIN-Statistik". Nur auf dieser Grundlage
gelingt die Absolutberechnung der Entropie, wobei die Ununterscheidbarkeit gleicher Teichen
auch Konsequenzen fiir hochverdiinnte Systeme hat. Die Zahl der moglichen Mikrozustinde ei-
nes Systems aus N unabhingigen gleichen Teilchen @ndert sich dadurch um den Faktor 1/N und
die Entropie um AS=kIn N !.

Wir werden sehen, dal unser Ansatz auch mit Aufgaben dieser Art fertig wird. Hierbei ist es
niitzlich, auf die Oberflichenchemie zuriickzugreifen, weil sie anschauliche Vorbilder fiir Syste-
me mit FERMI-DIRAC- und BOSE-EINSTEIN-Verteilungen liefert. Uber die Ununterscheidbarkeit
der Teilchen brauchen wir kein Wort zu verlieren. Wir bekommen die richtigen Entropiewerte,
ohne den Faktor 1/N ! erwihnen zu miissen.
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